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摘要: 在 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基梁模型和有限单元法理论的基础上ꎬ 提出了一种在复杂水平荷载作用下求解部分埋置水平受荷单

桩弯矩和位移的计算方法ꎮ 将该方法计算结果与经典算例结果和现场试验结果进行对比ꎬ 验证了该方法的正确性ꎮ 通过算

例分析了水流冲刷作用和桩顶约束条件对部分埋入桩桩身弯矩和位移的影响ꎬ 分析结果表明ꎬ 在研究冲刷对桩基水平承载

力的影响时应结合桩顶的约束条件ꎮ 该方法可有效开展复杂水平荷载下部分埋置水平受荷桩的计算分析ꎮ
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　 　 桩基础作为深基础形式之一ꎬ 已被广泛应用

于港口、 桥梁及近海工程中 １ ꎮ 除了承受竖向荷

载外ꎬ 桩基础往往也承受复杂的水平荷载作用ꎮ

目前ꎬ 研究水平受荷桩的方法很多ꎬ 其中主要有

弹性地基梁法、 弹性理论法 ２￣３ 和整体数值法 ４￣６ ꎮ

Ｗｉｎｋｌｅｒ 弹性地基梁方法因计算简单、 应用方便等

优点应用最为广泛ꎬ 其将桩周土体的作用简化为

一系列相互独立的弹簧ꎬ 建立弹簧刚度与桩身变

形的函数关系ꎬ 该方法可分为 ｐ￣ｙ 曲线法和弹性地

基反力法ꎮ 周铭 ７ 用数值解法求解了弹性地基梁

的微分方程ꎮ 常林越等 ８ 根据地基反力法和简化

的土体弹塑性本构关系ꎬ 得到了双层非均质弹塑

性地基中水平受荷桩的解析解ꎮ 周洪波等 ９ 考虑

ｐ￣ｙ 曲线法和 Ｐｏｕｌｏｓ 弹性理论法两者的优点ꎬ 提出
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耦合算法ꎮ 考虑土体固结和渗流作用ꎬ 陆建飞

等 １０ 基于 Ｂｉｏｔ 固结解分析了饱和土体中水平受荷

桩桩－土相互作用ꎮ 上述研究方法局限性小、 计算

精度高ꎬ 但是上述分析方法大多假定桩基础完全

埋置在地基里面且桩顶完全自由ꎮ 然而实际工程

中ꎬ 桩身常常部分露出地表且裸露部分桩段也会

承受风荷载、 波浪荷载、 水流冲刷等作用ꎬ 基于

完全埋置受荷桩的计算方法较难适用于部分埋置

的水平受荷桩的分析ꎮ 国内外对于复杂水平荷载

作用下部分埋置水平受荷桩的计算方法研究仍

较少ꎮ

工程设计中对水平受荷桩的计算往往更关心

的是桩身的最大挠度和最大弯矩ꎬ 因此ꎬ 在满足

计算精度和实际工程需求的前提下ꎬ 有必要选择

一种简便易行的分析方法来求解复杂水平荷载作

用下的桩基础ꎮ 本文把桩假定为一维弯曲杆件ꎬ

根据 Ｂｅｒｎｏｕｌｉ￣Ｅｕｌｅｒ 梁的假定ꎬ 采用二节点梁单元

离散水平受荷桩ꎮ 根据 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基模型ꎬ 求得地

基的刚度矩阵方程ꎮ 然后ꎬ 利用桩土间相互作用

力的平衡条件和位移协调条件ꎬ 建立了桩土的共

同作用方程ꎮ 最后ꎬ 编制了相应的 Ｍａｔｌａｂ 计算程

序ꎬ 并将本文的计算结果与经典理论算例和现场

试验结果进行对比ꎬ 验证本文方法的有效性和准

确性ꎮ

１　 分析方法

１􀆰１　 水平受荷桩的平衡方程

图 １ 为复杂水平荷载作用下部分埋入水平受

荷单桩的受力示意图ꎬ 其中裸露地面桩身段作用

有水平集中力 Ｐ、 弯矩 Ｍ、 均布荷载 ｑ( z)ꎬ 桩顶

转角约束为 θꎮ 引入有限单元法ꎬ 采用两节点梁单

元对桩身进行离散ꎬ 对桩单元的离散除了在桩体

入土深度为零的位置以及土层界面处划分之外ꎬ

还需要根据计算精度的要求ꎬ 划分桩单元的数量ꎮ

每个单元包括 ４ 个广义位移 (２ 个为水平位移ꎬ

２ 个为转角)ꎮ 设桩身共离散为 ｍ 个单元ꎬ 其中裸

露土体部分桩段单元为 ｎ 个ꎬ 则桩身的节点总数

为ｍ＋１ 个ꎬ 未知节点位移和转角共有 ２(ｍ＋１)个ꎮ

图 １　 部分埋置水平受荷桩

根据有限元基本原理ꎬ 可得到水平受荷桩的

整体平衡方程:

Ｋｐ×Ｕｐ ＝Ｐ＋Ｒ (１)
式中: Ｋｐ 为桩单元的整体刚度矩阵ꎬ 与桩身抗弯

刚度和各单元长度有关ꎬ 可根据理论求出ꎻ Ｕｐ为

桩节点位移及转角组成的向量ꎬ 且Ｕｐ ＝ {ｗ１ꎬθ１ꎬｗ２ꎬ

θ２ꎬ􀆺ꎬｗｍ＋１ꎬ θｍ＋１} Ｔꎻ Ｐ 和 Ｒ 分别为作用在裸露地

面桩身段的等效节点外荷载向量和埋置桩段由地

基反力引起的等效节点荷载向量ꎬ 且 Ｐ ＝ {Ｑ１ꎬＭ１ꎬ

Ｑ２ꎬＭ２ꎬ 􀆺ꎬＱｎꎬＭｎꎬ０２(ｍ－ｎ＋１)×１ } Ｔꎻ Ｒ ＝ {０２ｎ×１ꎬＱｎ＋１ꎬ

Ｍｎ＋１ꎬＱｎ＋２ꎬＭｎ＋２ꎬ􀆺ꎬＱｍ＋１ꎬＭｍ＋１} Ｔꎮ

１􀆰２　 地基反力方程

为简化计算ꎬ 采用 Ｗｉｎｋｌｅｒ 模型模拟天然地

基ꎮ 根据土体的分层情况来离散埋入地基部分的

桩段ꎬ 把桩土接触面划分为 ｍ－ｎ 个单元区域ꎬ 每

一个区域各自有对应的桩节点ꎮ 假定作用在每个

单元区域上的侧向土压力都是均匀分布的ꎬ 且平

均分配到每个单元的两端节点上ꎮ 地基反力的矩

阵方程可表示为:
Ｆｓ ＝Ｋｓ×Ｕｓ (２)

式中: Ｆｓ 为桩节点处桩对地基作用的等效节点力

向量ꎬ 且Ｆｓ ＝ Ｆｓ
ｎ＋１ꎬＦｓ

ｎ＋２ꎬ􀆺ꎬＦｓ
ｍ＋１{ } Ｔꎻ Ｕｓ 为入土部

􀅰７１１􀅰
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分桩节点处桩对地基作用而产生的位移向量ꎬ 且

Ｕｓ ＝ Ｕｓ
ｎ＋１ꎬＵｓ

ｎ＋２ꎬ􀆺ꎬＵｓ
ｍ＋１{ } Ｔꎻ Ｋｓ 为地基刚度系数矩

阵ꎬ 与各桩单元长度和各层土的基床反力模量有

关ꎬ 为对角矩阵ꎮ

１􀆰３　 桩土相互作用的协调条件

由于桩土间不传递弯矩作用ꎬ 为考虑桩土协

调条件ꎬ 需要把作用在每个桩单元上的土压力转

换为等效节点外荷载向量 Ｒꎮ 本文假定作用在桩

身单元上的土压力是均匀分布的ꎬ 则根据有限元

的基本原理ꎬ 对作用在第 ｉ 个桩单元上的均布荷载

进行转化ꎬ 转换后的桩单元节点水平力上端为

ｐｉｈｉ ∕２、 下端为 ｐｉｈｉ ∕２ꎬ 转换后的桩单元节点弯矩

上端为－ｐｉｈ２
ｉ ∕１２、 下端为 ｐｉｈ２

ｉ ∕１２ꎬ 其中 ｐｉ 和 ｈｉ 分

别为作用在第 ｉ 个桩单元上的均布力大小和桩单元

长度ꎮ 入土部分桩节点力和节点转换弯矩都需要

考虑前后单元的叠加效果ꎬ 因此叠加后的节点力

和转换弯矩可分别表示为

　 　 　 Ｑｉ ＝ｐｉｈｉ ∕２＋ｐｉ－１ｈｉ－１ ∕２ (３)

　 　 　 Ｍｉ ＝ｐｉｈ２
ｉ ∕１２－ｐｉ－１ｈ２

ｉ－１ ∕１２ (４)

因此ꎬ 埋置桩身部分桩节点的力与弯矩之间的矩

阵关系式可表示为:

　 　 　 Ｍ＝Ｔ×Ｆｐ (５)

式中: Ｍ ＝ { Ｍｎ＋１ꎬ Ｍｎ＋２ꎬ 􀆺ꎬ Ｍｍ＋１ } Ｔꎻ Ｆｐ ＝ { Ｑｎ＋１ꎬ

Ｑｎ＋２ꎬ􀆺ꎬＱｍ＋１} Ｔꎻ Ｔ＝Ｔ１ －Ｔ２ꎬ 其中:

Ｔ １ ＝ １
６

０ ０

ｈｎ＋１ ０

－ｈｎ＋２ ｈｎ＋２ ０

ｈｎ＋３ －ｈｎ＋３ ｈｎ＋３ ０

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱

(－１)ｉ＋ｊ－１ｈｍ－１ 􀆺 ｈｍ－１ －ｈｍ－１ ｈｍ－１ ０

０ 􀆺 ０ ０ ０ ０ ｈｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

(６)

Ｔ ２ ＝ １
６

ｈｎ＋１ ０

－ｈｎ＋２ ｈｎ＋２

ｈｎ＋３ －ｈｎ＋３ ｈｎ＋３

－ｈｎ＋４ ｈｎ＋４ －ｈｎ＋４ ｈｎ＋４

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱

(－１) ｉ＋ｊｈｍ 􀆺 －ｈｍ ｈｍ －ｈｍ ｈｍ

０ 􀆺 ０ ０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

(７)

矩阵中 ｉ、 ｊ 分别是矩阵元素所在的行标数和列标

数ꎬ 其正对角线右边的元素皆为零值ꎮ

根据式(５)ꎬ 可进一步得到以下关系式:

Ｑｎ＋１ꎬＭｎ＋１ꎬＱｎ＋２ꎬＭｎ＋２ꎬ􀆺ꎬＱｍ＋１ꎬＭｍ＋１[ ] Ｔ ＝Ｇ×Ｆｐ (８)

式中: Ｇ＝ Ｉ１ꎬＴ１ꎬ􀆺ꎬＩｉꎬＴｉꎬ􀆺ꎬＩｍ＋１－ｎꎬＴｍ＋１－ｎ[ ] Ｔꎻ 其

中Ｉｉ 和Ｔｉ 分别表示 (ｍ － ｎ ＋ １) 阶单元矩阵 Ｉ 和

(ｍ－ｎ＋１)阶矩阵 Ｔ 的第 ｉ 行向量ꎮ

根据桩土作用面上力的平衡条件ꎬ 有:

Ｆｓ＋Ｆｐ ＝ ０ (９)

为了顺利把桩的平衡方程和地基方程进行联

立ꎬ 需用零值对式(２)和式(８)进行扩阶ꎮ 本文假

定桩基部分埋置于土体中ꎬ 且裸露地表桩段不受

土反力作用ꎮ 因此ꎬ 裸露部分桩段节点对应的位

置以及埋入地基桩段节点的转角对应的位置皆用

零值填充ꎮ 填充后ꎬ 可以获得以下式子:

Ｒ＝ －Ｇ×Ｋ ｓ×Ｕ ｓ (１０)

式中: Ｇ 和 Ｋ ｓ 分别是 Ｇ 和Ｋｓ 的扩阶矩阵ꎬ 其对

应于裸露部分桩节点的行列以及对应转角的位置

均用零填充ꎻ 并且有:

Ｕ ｓ ＝ ０２ｎ×１ꎬＵｓ
ｎ＋１ꎬ０ꎬＵｓ

ｎ＋２ꎬ０ꎬ􀆺ꎬＵｓ
ｍ＋１ꎬ０{ } Ｔ (１１)

根据桩土相互作用位移协调条件ꎬ 即有:

Ｕ ｓ ＝Ｕｐ (１２)

１􀆰４　 联立方程求解桩身位移

联立桩的平衡方程式(１) 以及桩土协调条件

式(９)和式(１２)ꎬ 可得桩身位移求解方程式:

Ｕｐ ＝ (Ｇ×Ｋ ｓ＋Ｋｐ)
－１ ×Ｐ (１３)

求得桩身位移后ꎬ 最后根据有限单元法的理

论或者采用截面法求解桩身弯矩ꎮ

２　 算例验证

２􀆰１　 基于经典理论解答的算例对比

横山幸满  １１ 基于线弹性地基反力法并结合

幂级数法求解ꎬ 计算了作用有分布波浪力和风

荷载的海洋桩结构的位移和内力ꎬ 其外荷载作

用情况见图 ２ꎮ 算例中采用钢管桩为分析对象ꎬ

桩全长为 ５８􀆰 ８７ ｍꎬ 其中埋入土 ３３ ｍꎬ 桩径 Ｄ ＝

０􀆰 ７６２ ｍꎬ 桩身抗弯刚度 ５４４ ＭＮ􀅰ｍꎬ 基床反力模

量 Ｋ＝ ２ ５００ ｋＮ∕ｍ２ꎮ
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图 ２　 单桩受力

本文在计算过程中ꎬ 把桩身离散成 ５９ 个单

元ꎬ 其中裸露部分桩段离散成 ２６ 个单元ꎬ 单元长

度为 ０􀆰 ８７ ~ １ ｍꎬ 入土部分桩段离散成 ３３ 个单元ꎬ

单元长度为 １ ｍꎮ 作用在裸露部分桩段的分布荷

载ꎬ 可近似为沿单元均匀分布ꎬ 并按照有限单元

法中均布力转化为节点力的方法进行简化ꎮ 图 ３

给出了两种不同方法计算桩身弯矩的结果对比曲

线ꎮ 从对比结果可以看出ꎬ 本文方法计算的结果

与文献 １１ 的结果吻合较好ꎬ 验证了本文方法的

正确性与可行性ꎮ

图 ３　 桩身弯矩的结果对比

２􀆰２　 基于现场试验结果的算例对比

Ｋｉｍ 等 １２ 通过现场水平静载试验研究了海洋

软黏土中水平受荷单桩的承载性状ꎮ 该试验采用

钢管桩进行试桩 (图 ４) ꎬ 桩径为 １􀆰 ０１６ ｍꎬ 埋深

２６􀆰 ６ ｍꎬ 桩头露出地面 １ ｍꎬ 桩身抗弯刚度 ＥＩ ＝

１ ２６０ ＭＮ􀅰ｍꎮ 参照文献  １２ 的地质勘查报告ꎬ 根

据标准贯入击数确定各层土体的平均弹性模量ꎬ

土体的力学参数见表 １ꎮ 在静载单桩试验中分别逐

级施加水平力 ２００、 ５００、 ７００、 ９００ ｋＮꎮ

图 ４　 现场试验受荷单桩承载性状

表 １　 单桩静载试验各土层参数

土层 土层厚度∕ｍ 土弹性模量∕ＭＰａ 泊松比

海洋黏土 １ ６􀆰 ３ ２ ０􀆰 ４９

海洋黏土 ２ １０􀆰 ２ ６ ０􀆰 ４５

淤泥 ５􀆰 ５ ３０ ０􀆰 ３５

残积土 ２􀆰 ０ ５０ ０􀆰 ３０

风化岩石 ３􀆰 ４ １００ ０􀆰 ３０

　 　 各土层的基床反力模量 Ｋ 采用文献 １３ 提出

的方法:

Ｋ＝
ＥｓＤ

(１－ｖ２)Ｄｒｅｆ

ＥｓＤ
ＥｐＩｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１∕１２

(１４)

式中: Ｅｓ 为土体弹性模量ꎻ Ｄ 为桩径ꎻ Ｄｒｅｆ取 １ ｍꎻ

ｖ 为土的泊松比ꎻ ＥｐＩｐ 为桩的抗弯刚度ꎮ

本文在计算过程中ꎬ 把桩身离散成 ３０ 个单元ꎬ

除了在入土深度为零的位置和各土层间的分界处

划分外ꎬ 其它地方的单元长度控制在 ０􀆰 ６ ~ １ ｍꎮ

基于本文方法计算的桩身位移(图 ５)和弯矩(图 ６)

与现场实测值 １２ 较为接近ꎬ 这进一步说明了本文

方法的可行性ꎮ
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图 ５　 桩身水平位移对比

图 ６　 桩身弯矩对比

３　 工程实例

某桥梁工程的桩基础ꎬ 桩长 ４４ ｍ、 埋深 ３０ ｍ、

桩径 １􀆰 ６ ｍꎬ 桩身抗弯刚度 ９ ０００ ＭＮ􀅰ｍꎮ 桩周地基

由两层土组成ꎬ 第 １ 层为淤泥质亚黏土ꎬ 厚度 １３ ｍꎬ

弹性模量 Ｅｓ１ ＝ ６ ＭＰａꎬ 泊松比 ν１ ＝ ０􀆰 ４４ꎻ 第 ２ 层为

中密砂土ꎬ 厚度 ４０ ｍꎬ 弹性模量 Ｅｓ２ ＝ １２ ＭＰａꎬ 泊

松比 ν２ ＝ ０􀆰 ２ꎮ 在桩顶上作用有水平向右的集中力

Ｆ＝ ５００ ｋＮ 和顺时针弯矩 Ｍ＝ ４００ ｋＮ􀅰ｍꎮ 考虑到实

际近海工程及水上桥梁工程中的桩基础往往受到

水流的冲刷作用ꎬ 桩周土体流失ꎬ 导致桩基的承

载力下降甚至破坏ꎮ 另外ꎬ 桩顶也常会受到承台

或上部结构的约束作用ꎬ 以致桩基的水平承载力

受桩顶的约束影响ꎮ 结合上述两种实际的工况ꎬ

基于本文推导的方法ꎬ 分析不同冲刷深度以及不

同桩顶约束条件对桩基水平承载力的影响ꎮ 其中ꎬ

桩顶约束条件分为桩顶自由和桩顶固定(指约束桩

顶的转角)两种情况ꎮ

本文在计算过程中ꎬ 把桩身离散成 ３７ 个单

元ꎬ 其中裸露部分桩段离散成 ７ 个单元ꎬ 单元长

度为 ２ ｍꎻ 入土部分桩段离散成 ３０ 个单元ꎬ 单元

长度为 １ ｍꎮ 考虑冲刷作用时ꎬ 把冲刷深度以上对

应的行的元素替换为零值ꎻ 考虑桩顶约束条件时ꎬ

使用大数法ꎬ 即相应位置的元素值用一个数量级

为 １０１０的大数替换ꎮ 在两种不同的桩顶约束条件

下ꎬ 桩顶位移(图 ７)及桩身最大弯矩(图 ８)都随着

桩周土体冲刷深度的增加而增大ꎬ 这主要归根于

冲刷作用导致地表桩周土体的流失ꎬ 减弱了桩抵

抗侧向变形的能力ꎮ 图 ８ 中桩顶自由时不同冲刷

图 ７　 桩身位移

图 ８　 桩身弯矩
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深度的弯矩曲线ꎬ 其最大弯矩以上的部分曲线重

合ꎻ 当桩顶固定时ꎬ 不同冲刷深度的弯矩曲线则不

发生曲线重合现象ꎮ 当桩顶自由且冲刷深度由 ０ 增

至 ４ ｍ 时ꎬ 桩顶位移则从 ０􀆰 ２２６ ｍ 增大到 ０􀆰 ３６４ ｍꎬ

增幅约 ６１％ꎻ 最大弯矩也从 ７ ８２７ ＭＮ􀅰ｍ 增大到

９ ７３２ ＭＮ􀅰ｍꎬ 增幅超过 ２４％ꎮ 与桩顶自由的情况

相比ꎬ 桩顶固定约束会对桩顶施加力矩以阻止桩

顶旋转ꎮ 因而ꎬ 桩顶固定的桩身最大弯矩出现在

桩顶处ꎬ 而桩顶自由的桩身最大弯矩则发生在地

面以下某位置处ꎬ 并且桩顶固定时的最大弯矩要

小于桩顶自由时的最大弯矩ꎮ 两种约束条件下的

桩身最大位移皆发生在桩顶ꎬ 但桩顶固定时的桩

身位移远小于桩顶自由时的桩身位移ꎬ 以没有冲

刷作用所对应的位移曲线为例ꎬ 桩顶自由时的桩

顶位移比桩顶约束时增加了约 ２８０％ꎮ 因此ꎬ 在研

究冲刷对桩基水平承载力的影响时必需要考虑桩

顶约束条件的影响ꎮ

４　 结论

１) 本文把桩假定为一维弯曲杆件ꎬ 结合弹性

地基梁理论ꎬ 求解出复杂水平荷载作用下部分埋

入单桩的内力与位移ꎮ 通过与经典理论算例和现

场试验结果对比ꎬ 验证了本文方法的正确性与有

效性ꎮ

２) 本文方法简单实用ꎬ 编程规律明显ꎬ 能较

好地描述作用在部分埋置水平受荷桩的复杂荷载ꎬ

且编制程序后对不同的地基分层、 土体参数变化

以及桩长度变化等适应性强ꎮ

３) 水流冲刷作用对桩基承载力的影响不容忽

视ꎬ 且在研究冲刷作用对桩基水平承载力的影响

时应结合桩顶的约束条件ꎮ
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