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单桩竖向极限承载力在桩基工程中是一个很

重要的参数，通过单桩竖向静载荷试验确定单桩

竖向极限承载力是目前最常见、最直观、最可靠

的方法，也是我国规范[1]规定的方法。然而在工程

实践中由于多种原因，很常见的情况是试桩未能

加载至破坏，这势必就给单桩竖向极限承载力的

确定带来一定程度的困难。针对上述的问题，利

用静载荷试验得到的不完整的实测数据，国内外的

学者进行了诸多研究，提出了多种数学模型预测方

法，其中主要包括：双曲线模型[2-11]、指数曲线模

型[2-8,12-18]、调整双曲线模型[2,19]、抛物线模型[7,20]、

幂函数模型 [3,8]等拟合出完整的P-s曲线。近些年

来，灰色预测模型和人工神经网络预测模型的提

出更加丰富和优化了单桩静载荷试验数据处理。

然而，灰色预测模型存在着缺陷和问题，在应用

时会遇到一些预测精度不高以至预测偏差过大的

情况，因此有许多人对此进行了研究并提出了修

正方法和提高精度的措施[21-23]，而灰色预测模型
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从本质上可认为是指数预测模型[23]，这在一定程

度上说明对指数曲线模型进行改进和修正是可行

的。而对于人工神经网络预测模型[24]，虽然也能

用来进行单桩P-s曲线的拟合，但用来预测的模型

本身是一个黑箱系统，最终无法直接得到明确的

预测模型，且根据不同的情况预测结果可能会有

所不同，这就限制了其在单桩P-s曲线拟合上的应

用。根据文献[2]的研究，指数曲线模型对灌注桩

的极限承载力预测是比较适合的，但对于其它的

桩型并未进行深入探讨。在已有的曲线模型上进

行一定的调整或者修改在一定程度上可以得到更

接近于实际情况的优化模型，因此，本文决定应

用指数曲线模型来进行单桩P-s曲线的拟合。目前

的指数曲线模型主要是普通指数曲线模型和完整

指数曲线模型，完整指数曲线模型能很好地表达

相应的物理意义，与实际中典型的单桩竖向静载

荷破坏试验曲线能很好地对应与符合。为了能进

一步提高其拟合的精度，本文提出在完整指数曲

线模型的基础上进行一定的改进，构造出一个修

正的指数曲线模型以描述单桩静载荷试验的P-s

曲线。

1 修正指数曲线模型建立

1.1 普通指数曲线模型

普通指数曲线模型一般可以用以下的指数函

数表示[3-4,18]：

S=aebP           （1）
式中：P为桩顶荷载；s为荷载P作用下的桩顶位

移；a和b为指数曲线的拟合参数。

如果将上式的自变量和因变量互换，转化为

用桩顶位移s来表示桩顶荷载P，则容易得到，该

表达式与对数曲线模型相一致。一般地，处理该

类非线性方程是先变量变换再进行线性化处理，

即对式（1）两边取对数，转化为直线方程式，

然后利用线性最小二乘法得到使得误差最小的公

式，具体的计算步骤可以参看文献[4]。但该曲线

模型与实际情况有较大的差别，也并不存在理论

上的极限承载力Pm，故本文不选用该模型作为曲

线拟合模型。

1.2 完整指数曲线模型

完整指数曲线模型最初由Van der Veen[12-18]提

出，采用如下的数学表达式描述单桩P-s曲线：

P= a（1-e-bs）       （2）
式中所有参数意义同前述，此处：a=Pm，Pm为当

桩沉降量s趋于无穷大时P的极值,也即理论破坏荷

载；b为衰减因子，反映曲线形状[13-14,18]。

典型的单桩竖向静载荷破坏试验荷载-沉降曲

线可分为3段，即开始时，在小荷载作用下桩土体

系呈弹性状态；随着荷载的增加，桩土体系进入

弹塑性阶段；当继续加载，桩身不停下沉，荷载

趋向稳定，式（2）中的a即是该荷载大小。将式

（2）展开成幂级数形式，可以比较容易地发现该

模型能较好地符合上述规律[13,18]。由于该模型既能

给出理论上的极限承载力Pm，又能与典型的单桩

竖向静载荷破坏试验荷载-沉降曲线比较吻合，所

以相对于普通指数曲线模型其更常见也更常用。

该模型满足两个明显特征，即s=0，P=0；s ∞，

P=Pm。

与其它的模型相比较，求解完整指数曲线模

型参数a和b比较困难。研究者针对该问题提出过

不同的解决方法，如文献[14]先计算偏差平方和再

分别对两个拟合参数求一阶导数并令其等于零，

利用二分法编制计算机程序求解；文献[13]利用

变尺度法求解，采用BASIC语言编写计算机程序

XI-1，其中涉及最优步长参数的一元函数寻优问

题采用Fibonacci法；文献[17]提出用实数编码加速

遗传算法(RAGA)对指数曲线模型的参数和理论极

限承载力进行优化，并编写了模型的计算程序；

文献[18]考虑了上述方法的复杂性以及对人员的要

求程度，建议将指数函数式转化为差分形式，再

对得到的差分方程进行最小二乘法求解。

1.3 修正指数曲线模型

在已有的曲线模型上进行一定的调整或者修

改,在一定程度上可以得到更接近于实际情况的优

化模型。文献[19]经过大量的对比和分析，在双曲

线模型基础上提出了调整双曲线模型，该模型在

双曲线模型方程式的分母中多增加了一项，增加

的该项涉及最后第二级荷载下的实测沉降量并新



 • 33 •第 1 期 欧阳明，等：单桩荷载-沉降曲线的修正指数曲线模型拟合研究

增一个未知拟合参数。在双曲线模型基础上提出

的调整双曲线模型能有效地自动调整曲线弹性变

形和弹塑性变形阶段，且不影响原双曲线模型的

两个明显特征(即s=0，P=0；s ∞，P=Pm)，其精

度有较大提高，适应性也较强。文献[25]分析了一

些学者在地基沉降-时间关系、桩土之间的传递函

数及文献[19]关于抗压桩极限承载力中利用调整、

修正过的双曲线模型进行的研究，构造了一个新

的修正双曲线模型拟合抗拔挤扩支盘桩P-s曲线。

经过分析和调试，在该修正双曲线模型的分母中

增加了一项被称作“调节器”的cs0.3，以更好地反

映所拟合曲线的弹性变形和弹塑性变形的特性。

然而上述主要是针对双曲线模型，对完整指

数曲线模型的调整和修正几乎没有。与式（2）有

所不同的是，文献[15-17]将完整指数曲线模型改

写成

P=Pu(1-ae-bs)      （3）
式（3）是在式（2）的基础上于其指数项前

乘以一个参数，由于该参数的引入固然在某些情

况下使得式（3）能够更好地拟合实际的单桩P-s

曲线，但是正是该参数的缘故，使得该模型不能

够满足式（2）的一个特征，即：s=0，P=0。当然

也有文献写成如下的形式[5]：

P=aebs+c       （4）
可以容易发现式（4）和式（3）本质上是一

样的，如若a≠-c，方程式不能满足当s=0时P=0的
条件。因此，本文不选用在此两式而是在式（2）
的基础上进行一定的改进。

为了使完整指数曲线模型的拟合精度有所提

高，在指数项中添加一项，修正为

P=a（1-e-bs-csd
）      （5）

式中：指数项里增加的-csd希望能有效地在原有完

整指数曲线模型基础上自动调整拟合曲线的弹性变

形和弹塑性变形相关的特性以更好拟合P-s曲线。

要使式（5）满足上述的两个特征，首先可以

设定式中的拟合参数的范围。同式（3）一样，a

是理论极限承载力，故a=Pm>0；要满足当s ∞时

P=Pm，可以使得b > 0和c > 0。现在主要确定的是

d的取值，由于当d < 0时，会发现与文献[25]相同

的波峰状异常，故选定d > 0。与修正双曲线模型

有所差异是因为该处不论d > 1还是d < 1都是可以

满足上述两个特征的，这里主要是拟合精度的问

题，而修正双曲线模型却不然，否则可能会不满

足第二个特征。

同完整指数曲线模型一样，修正指数曲线模

型的参数拟合相比其他模型更困难，而且由于增

加了拟合参数，计算过程比完整指数曲线模型要

更为繁琐，文献[18]导出的公式在此处显然不能应

用。为此，本文利用基于MATLAB的曲线拟合箱

进行拟合运算，拟合方法采用信赖域算法，该方

法的基本思想为通过一系列信赖域子问题的最优

值逼近最优化问题的解[26,27]，主要是强制性地在每

次迭代时约定新的迭代点与当前的迭代点之间的

步长不能超过某一控制步长，引入它主要是由于

传统的线搜索方法常因步长过大导致计算失败，

其实质相当于在当前迭代点为中心的领域内对近

似原问题的模型求解极值。由于其具有很好的稳

健性和较强的收敛性，在良态和病态最优化问题

中都较为适用，故近些年受到比较大的重视，当

然也可以选用其他的求解非线性最小二乘问题的

算法，如Leveberg-Marquardt算法等。

2 单桩P-s曲线拟合实例与分析

桩现场试验资料是耗费大量人力、财力和时

间获得的宝贵资料[25]，充分利用收集到的已有资

料可以作为科学研究的依据，防止理论与实际相

背离。为此，本文将从有关文献及书籍资料获得

的单桩竖向静载荷试验数据用来检验修正指数曲

线模型，并与修正之前的指数曲线模型和较为常

见的双曲线模型相比较。由于桩基的种类较多，

为不失一般性，本文考虑了各自桩型的差异性，

选择多种不同的桩型加以验证，其中主要包括轴

向抗压桩也考虑抗拔桩，预制打入桩也包含挖孔

灌注桩和钻孔灌注桩，直身桩也有扩底桩，并包

含了一些比较新的桩型，如：大直径超长灌注

桩、全螺旋灌注桩、挤扩支盘桩、PHC桩、TSC
桩、JPP桩等，还考虑桩端持力层的不同，如：碎

砂石、砂卵石或者直接是嵌岩桩等。
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2.1 工程实例1：预制桩[4,13]

根据收集到的资料，选用2根预制桩，对这

2根预制桩的静载荷试验数据进行拟合，如图1
所示。

图2a）新建北京图书馆工程基础采用的是大

直径挖孔灌注桩，表层2 m多为填土，下为厚达

7 m左右的亚黏土，再下为砂、卵石层，该例1#试

桩为芯桩[13]。应用双曲线模型、完整指数曲线模

型和修正指数曲线模型拟合的相关系数R分别为

0.999 3,0.998 9和0.999 8。图2b）采用的钻孔灌注

桩桩径800 mm，桩长43.20 m[4]，拟合结果的相关

系数R分别为0.985 6,0.998 7和0.998 9，残差平方

和SSE分别为3.567×105,3.177×104和2.684×104。

可以看出最优模型为修正双曲线模型，完整指数

曲线模型也拟合得较好，双曲线模型略差一些。

2.3 工程实例3：扩底桩[28]

上述桩型均为直身桩，除此之外，扩底桩与

扩底墩也在现实生产生活中较为常见。根据目前

的他人现有试验成果，选用2根扩底桩对其进行拟

合，如图3所示。

图3中的场地地基土由填土、粉土、粉细砂、

粉质黏土和粗砂组成，扩底桩以粗砂层为持力层，

各分层土的主要物理力学指标可以参看文献[28]，

0 5 10 15 20 25 30 35 40

0

200

400

600

800

1 000

1 200

1 400

1 600

s/mm

P/
kN

a）北京化纤厂2#试桩

0 10 20 30 40 50 60 70

0

500

1 000

1 500

2 000

s/mm

P/
kN

b）上海某工程预制打入桩

图1 预制桩P-s曲线的3种模型对比

图1a）采用的是30 cm×30 cm钢筋混凝土预

制桩，桩长10 m，桩周土为亚黏土、轻亚黏土，

桩尖为中密中砂 [13]。拟合的结果是：双曲线模

型、完整指数曲线模型和修正指数曲线模型的相

关系数R分别为0.994 2，0.992 7和0.998。相比而

言，本文提出的模型适应得更好，双曲线模型

次之。图1b）中的预制打入桩的尺度为0.50 m×  
0.50 m×3.0 m[4]，3种模型的相关系数R分别为

0.989 8，0.967 7和0.999，修正指数曲线模型拟合

得最好。

2.2 工程实例2：灌注桩[4,13]

收集文献记录的静载荷试验数据，共选用2根
灌注桩进行拟合，3种模型拟合对比的结果如图2
所示。

0 10 20 30 40 50 60 70 80
0

500

1 000

1 500

2 000

2 500

3 000

3 500

4 000

4 500

s/mm

P/
kN

a）新建北京图书馆大直径挖孔灌注桩1#试桩

0 5 10 15 20 25 30 35 40

0

1 000

2 000

3 000

4 000

5 000

s/mm

P/
kN

b）上海某工程钻孔灌注桩
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应用3种模型的拟合相关系数R分别为0.992 8，
0.993，0.999 7与0.984，0.986 6，0.996 5，本文的

修正指数曲线模型要好于其他两种模型，其相关

系数R均高于0.996，本文提出的修正指数曲线模

型依旧最好。

2.4 工程实例4：抗拔桩[29,30]

桩基按功能分，除了抗压桩还有抗拔桩，其

主要承受作用在桩上的拉拔荷载。根据现有的试

验成果，主要收集了较为常见的钻孔灌注桩的抗

拔试验数据，拟合的结果见图4。

图4a）的场地情况和试验参数可以参见文

献[29]，3种曲线模型对其的拟合相关系数R分别

为0.987 3，0.974 1和0.999 4。对于图4b)试桩的

土层情况为桩身土层为粉质黏土，软塑至流塑

状，桩端进入粉砂1 m左右，具体的地质参数以及

桩基的设计参数可以查阅文献[30]，其拟合结果

为相关系数R分别为0.987 6，0.961 2，0.996 1和
0.968 5，0.919 5，0.996 7，残差平方和SSE分别为

1.211×104，3.097×104，1 287和4 647，1.339×104

和2 563。分析抗拔桩的拟合结果可以比较明确地

看到，修正指数曲线模型在拟合中的应用结果更优

于其他两种模型，拟合相关系数均高于0.996。
2.5 工程实例5：新型桩[9,15,31-33]

上述的桩型均是比较常见的桩型，较多学

者进行过分析研究，而近些年新出现某些桩型，

如支盘桩、PHC桩等，这些桩型与常规的桩型有

所不同，故本文列举了部分新的桩型进行拟合分

析，其中主要包括：大直径超长灌注桩、全螺旋

灌注桩、挤扩支盘桩、PHC桩、TSC桩和高喷插芯

组合桩（JPP），拟合结果见图5。
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a）北京西坝河大成酒店大直径扩底桩SD1                  

b）北京西坝河大成酒店大直径扩底桩SD2
图3 扩底桩与扩底墩P-s曲线的3种模型对比
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图4 抗拔桩P-s曲线的3种模型对比
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图5a）场地地层分布与物理力学性质指标可

以查阅文献[31]，该桩基为洞庭湖软土地区某特大

拱桥主墩桩基础，为大直径超长灌注桩，试桩的

设计参数也可以查看文献[31]，3种模型拟合相关

系数R为0.982 8，0.979 7和0.996 8，修正指数曲线

模型精度最高，双曲线模型次之。对于图5b)，4#

工地全螺旋灌注桩74#作为试桩，其桩长为 15 m，

外径为450 mm，内径为270 mm，相关的工程地

质情况可以参看文献[9]，拟合相关系数R分别为

0.993 5，0.990 2和1，本文提出的模型非常接近于

1，这相当于该模型曲线几乎经过每一个点，当

然由于该例子本身的点数并不多，造成该结果也

是一个原因，但不可否认的是修正指数曲线模型

的拟合效果是最好的。图5c）的试桩属于天津嘉

海花园嘉怡园住宅楼工程，其土质成分以粉土为

主，支盘桩设两盘两十字分支[15]，拟合的相关系

数R分别为0.992 1，0.974 5，0.999 2，修正指数

曲线模型要优于其它两种模型，而双曲线模型又

要好过完整指数曲线模型。图5d）和5e）的试桩

数据均来自于宝钢建设过程，其中，图5d）的试

桩CS600为PHC长桩，而图5e）的试桩TSC6-1为
TSC长桩，桩的相关规格和试验情况可以参考文献

[32]，拟合相关系数R为0.993 1，0.989 3，0.998 2
和0.996，0.995 6，0.999 7，可以看出修正指数曲

线模型的相关系数R一般是要高于0.996的，体现

了其拟合的高精度性。图5f）的高喷插芯组合桩

（JPP）桩长36 m，其段直径650 mm[33]，最后利用

3种模型拟合结果为相关系数R为0.988 8，0.980 2
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图5 新型桩P-s曲线的3种模型对比
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和0.998 6，修正指数曲线模型拟合结果最优。

3 修正指数曲线模型工程应用

为了更好地查看各级荷载下的实际值与拟合

值之间的差异，选取文献[6]中表1的数据作为拟合

对象，可以得到表1的结果。

这里需要指出的是由于P-s曲线刚开始处于弹

性状态而表现为直线变化，所以最开始的点相对

于其它数据点拟合误差较大。文献[6]指出可以摒

弃刚开始的数据点，而对后面的数据进行拟合，

这样处理数据可以得到更接近于实际的曲线变

化，则单桩极限承载力预测值将更精确。当然，

本文的拟合是包含了所有的数据点的，以避免人

为选取不同数据组造成误差，而将本文模型所要

拟合的数据先进行取舍，当然也会得到更精确的

拟合效果。

由于单桩极限承载力的判定方法各有不同[9,34]，

可以根据不同的方法确定其大小，但绝不可以不

同的判别标准来判断同一组数据的不同拟合方

法，如此就无法比较其方法的优劣，比如可以如

文献[9]所述，单桩竖向极限承载力的预测值均取

沉降量s为40 mm时的承载力。有学者指出以最大

曲率点来判定单桩极限承载力[10-11,14-15]，但文献

[34]指出：P-s曲线上的极限荷载点是第二拐点，

把曲率最大点作为第二拐点会低估桩的承载力，

这方面可以作进一步分析和探讨。

4 结论

 1) 双曲线模型、完整指数曲线模型和本文提

出的修正指数曲线模型这3种不同的数学模型对不

同类型单桩的拟合表明，修正指数曲线模型有很

高的拟合精度，拟合效果比双曲线模型和完整指

数曲线模型要好，其相关系数R要高于0.996，甚

至有接近于1的情况。

2) 基于该数学模型的单桩竖向荷载计算值与

实测值之间的误差较小，本文两例的误差绝对值

的平均值分别为1.615 8%和1.990 8%，且曲线尾部

的误差更小，说明了本文提出的修正指数曲线模

型拟合的结果是可信的，可以很好地描述单桩P-s

曲线。
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