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摘要: 准确模拟波浪在多孔介质中传播变形对于研究抛石防波堤等结构的消能作用是十分必要的ꎮ 对 Ｌａｐｌａｃｅ 方程、 自

由表面处的运动学方程和动力学方程以及海底运动学方程进行无因次化ꎬ 且以自由表面处速度势为切点ꎬ 进行幂级展开ꎬ

最终给出 ４ 个不同的高阶 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 水波方程ꎮ 在常水深下对这些方程的一维问题进行了理论研究ꎬ 并将无因次相速度和无

因次虚波数与解析解结果进行对比ꎬ 方程的相速度与解析解吻合程度较好ꎬ 虚波数与解析解基本吻合ꎬ 表明高阶 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ

方程可用于模拟波浪在多孔介质中的传播变形ꎮ

关键词: 多孔介质ꎻ 波浪ꎻ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程ꎻ 色散

中图分类号: Ｐ ７３１ ２ꎻ Ｕ ６５ 文献标志码: Ａ 文章编号: １００２￣ ４９７２(２０１６)０６￣ ００２５￣ ０６

Ｈｉｇｈ￣ｏｒｄｅｒ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｗａｔｅｒ￣ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ
ＺＨＡＮＧ Ｈａｏ￣ｑｉａｎｇ１  ＬＩＵ Ｚｈｏｎｇ￣ｂｏ２ ３ ４  ＹＩＮ Ｊｉｎｇ４ ５  ＳＵＮ Ｊｉａ￣ｗｅｎ４ ５  ＦＡＮＧ Ｋｅ￣ｚｈａｏ３ ４

 １. Ｃｈｉｎａ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ Ｃｏ. Ｌｔｄ. Ｂｅｉｊｉｎｇ １０００８８ Ｃｈｉｎａ ２.Ｔｒａｎｓｐｏｒｔａｔｉｏｎ Ｍａｎａｇｅｍｅｎｔ Ｃｏｌｌｅｇｅ Ｄａｌｉａｎ Ｍａｒｉｔｉｍｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ 
Ｄａｌｉａｎ １１６０２６ Ｃｈｉｎａ ３.Ｗａｔｅｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｗａｔｅｒ Ｄｉｓａｓｔｅｒ Ｐｒｅｖｅｎｔｉｏｎ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎ Ｈｕｎａｎ Ｐｒｏｖｉｎｃｅ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ 

Ｃｈａｎｇｓｈａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ Ｃｈａｎｇｓｈａ ４１００７６ Ｃｈｉｎａ ４.Ｓｔａｔｅ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｏｆ Ｃｏａｓｔａｌ ａｎｄ Ｏｆｆｓｈｏｒｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ 
Ｄａｌｉａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ Ｄａｌｉａｎ １１６０２３ Ｃｈｉｎａ ５.Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｍａｒｉｎｅ Ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｌ Ｍｏｎｉｔｏｒｉｎｇ Ｃｅｎｔｅｒ Ｄａｌｉａｎ １１６０２３ Ｃｈｉｎａ 

Ａｂｓｔｒａｃｔ Ｗａｖｅ ｉｓ ａｎ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｌ ｌｏａｄ ｏｎ ｐｏｒｏｕｓ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｉｎ ｃｏａｓｔａｌ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ.Ａ ｒｅａｓｏｎａｂｌｅ
ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｖｅｒｙ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｍｅｎｔｉｏｎｅｄ ａｂｏｖｅ ｉｓ ｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙ ｓｏｌｖｅｄ.Ｔｏ ｂｅ ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ ｉｎ
ｓｕｃｈ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｂｏｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｄｒａｇ ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅ ａｎｄ ｉｎｅｒｔｉａ ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ Ｌａｐｌａｃｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ. Ｆｉｒｓｔ ｔｈｅｓｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｚｅｄ ａｎｄ ｓｔａｒｔｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ
ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｉｎ ｓｔｉｌｌ ｗａｔｅｒ ｄｅｐｔｈ ａ ｐｏｗｅｒ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ａｒｅ ｓｕｐｐｏｓｅｄ ａｎｄ ｆｏｕｒ ｓｅｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ
ｍｏｄｅｌｓ ａｒｅ ｄｅｒｉｖｅｄ. Ｉｎ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｗａｔｅｒ ｄｅｐｔｈ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｖｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｕｒ ｍｏｄｅｌｓ ｉｎ ｏｎｅ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ.Ａｎｄ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｍｏｄｅｌｓ ａｒｅ ｃｏｍｐａｒｅｄ ａｇａｉｎｓｔ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ.
Ｏｖｅｒａｌｌ ｂｏｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｓｐｅｅｄ ａｎｄ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ ａｒｅ ｉｎ ｇｏｏｄ ａｇｒｅｅｍｅｎｔ.Ａｎｄ ｔｈｅ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ
ｍｏｄｅｌｓ ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｔｏ ｂｅ ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ ｆｏｒ ｗａｖｅｓ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ ｗａｖｅ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ

收稿日期: ２０１５￣１１￣１８

　∗基金项目: 国家自然科学基金资助项目 (５１５７９０３４)ꎻ 辽宁省教育厅项目 (Ｌ２０１５０６２)ꎻ 水沙科学与水灾害防治湖南省

重点实验室开放基金资助项目 (２０１５ＳＳ０１)

作者简介: 张浩强 (１９８０—)ꎬ 男ꎬ 工程师ꎬ 从事水运建设的研究和管理ꎮ

　 　 抛石防波堤或护岸是近海工程中常见的结构

形式ꎬ 这些结构带有很大孔隙ꎬ 使建筑物除具有

反射波浪的功能外ꎬ 还可通过建筑物自身对波浪

的摩擦阻力消耗掉部分波能ꎬ 从而有效降低透过

建筑物的波高ꎮ

关于波浪－多孔结构相互作用的研究主要有解
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析法、 现场观测或数值模拟 ３ 种方法ꎮ 每种方法

各有优缺点ꎬ 解析解的方法通常都是假设海底地

形为平底ꎬ 现场观测费时、 费财ꎬ 实验室模拟时

测量多孔介质中的波浪存在一定困难ꎮ 作为一种

模拟近岸波浪传播变形的有效工具ꎬ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方

程模型具有良好的通用性ꎬ 可期望用于研究这一

问题ꎮ 大多数 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的基本假定为海床

不可渗 １￣７ ꎬ 它们没有考虑渗透的影响ꎮ 仅少数方

程考虑了渗透介质的影响 ８￣１２ ꎬ 如 Ｈｓｉａｏ 等 １２ 从欧

拉方程出发ꎬ 给出了适用于多孔介质中波浪传播

变形的高阶 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程ꎬ 该模型是由渗透介

质某一深度处速度和波面升高表达的ꎬ 近似到二

阶完全非线性ꎬ 但是这种二阶色散性可能导致其

不能准确模拟短波情况ꎮ 为此在综合考虑多孔介

质中的层流阻力和紊流阻力等因素的基础上ꎬ 本

文从 Ｌａｐｌａｃｅ 方程出发ꎬ 进行了高阶 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方

程的推导ꎮ

１　 高阶 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的理论推导

波浪在多孔介质中的传播见图 １ꎬ 图中 η( ｘꎬ

ｙꎬｔ)表示波浪在多孔介质中的波面升高(以静水面

为起算面)ꎬ 多孔介质的厚度为 ｈｂ(ｘꎬｙ)ꎬ ψ(ｘꎬｙꎬ

zꎬｔ)表示速度势ꎮ

图 １　 波浪在多孔介质中的传播

取特征长度为 ｌ０和特征水深为 ｈ０ꎬ 引入以下

无因次量:

ｘ′＝ ｘ
ｌ０
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１１　 无因次化控制方程

为了简便起见ꎬ 忽略了上标ꎬ 则对应的 Ｌａｐｌａｃｅ

控制方程、 自由面运动学和动力学方程以及海底

边界条件可写为:

μ２
Ñ

２ψ＋ψzz ＝ ０　 　 　 　 　 －ｈｂ <z<εη (２)

μ２(ｃｒψｔ ＋αψ＋η) ＋εｃｒ
１
２

[μ２ (Ñψ) ２ ＋ψ２
z ] ＝ ０　 z ＝εη

(３)

μ２(ηｔ ＋ε ÑψÑη)＝ ψz z ＝εη (４)

μ２
ÑψÑｈｂ ＋ψz ＝ ０ z ＝ －ｈｂ (５)

式中: ｃｒ ＝ｎ＋(１－ｎ)(１＋ｃｍ)为惯性系数ꎻ ｎ 为孔隙

率ꎻ Ｃｍ为附加质量系数ꎻ α＝ α１ ＋α２ Ñψ 为阻力系

数ꎬ α１ 为线性阻力系数ꎬ α２ 为紊流阻力系数ꎮ

１２　 速度势展开

Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 的最大优势就是将三维问题简化成

二维问题ꎬ 将速度势做如下展开:

ψ(ｘꎬｙꎬzꎬｔ) ＝ ∑
¥

ｎ ＝０
zｎψ(ｎ)(ｘꎬｙꎬｔ) (６)

将式(６)代入方程(２)中ꎬ 得

ψ(ｎ＋２) ＝ － １
(ｎ＋１)(ｎ＋２)

μ２
Ñ

２ψ(ｎ) 　 　 ｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ
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速度势可表示为:

ψ(ｘꎬｙꎬzꎬｔ) ＝ ∑
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由式(８)可知ꎬ 速度势是用 ψ(０) 和 ψ(１) 的系列

展开表示的ꎬ 对式(８)求导可得:
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代入底边界条件可以得到:

ｗｓ(ｘꎬｙꎬｔ)＝ －Ñ(ｈｂｕ^ｓ)＋μ２
Ñ １

６
ｈｂ

３
Ñ(Ñｕ^ｓ)－{

６２



　 第 ６ 期 张浩强ꎬ 等: 多孔介质中波浪传播的高阶 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程∗

１
２

ｈ２
ｂ Ñ[Ñ(ｈｂｕ^ｓ)]} ＋μ４

Ñ １
２４

ｈ４
ｂ Ñ[Ñ

２(Ñ{

(ｈｂｕ^ｓ))] － １
１２０

ｈｂ
５

Ñ[Ñ
２(Ñｕ^ｓ)] ＋ １

２
ｈｂ

２
Ñ[Ñ

( １
６

ｈｂ
３

Ñ(Ñｕ^ｓ)) － １
２

ｈｂ
２

Ñ(Ñ(ｈｂｕ^ｓ)))]} ＋ Ｏ

(μ６) (１１)
１３　 以静止水平面上的速度表达的方程

将表达式(８)和(９)分别代入方程(３)和(４)ꎬ
对前面得到的方程取 Ñꎬ 进而利用表达式(１１)来

消除方程中包含的 ｗｓ(ｘꎬｙꎬｔ)ꎮ 在 ε ＝ Ｏ(μ)假设下

可得:
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ηｔ ＋ÑＱ ＝ ０ (１３)

Ｑ ≡∫εη

－ｈｂ
Ñψｄz ＝ ｕ^ｓ ｈｂ ＋ εη( ) －μ２ １

６
(ε３η３ ＋ｈｂ

３){

Ñ(Ñｕ^ｓ) ＋ １
２

(ε２η２ －ｈｂ
２)Ñ[Ñ(ｈｂｕ^ｓ)]} ＋

μ４ １
２

(ε２η２－ｈ２
ｂ)Ñ[Ñ(ｈ２

ｂΓ)]＋ １
２４

(ε４η４－ｈ４
ｂ)Ñ[Ñ

２(Ñ{

(ｈｂｕ^ｓ))] ＋ １
１２０

(ε５η５ ＋ｈ５
ｂ)Ñ[Ñ

２(Ñｕ^ｓ)]} ＋Ｏ(μ６)

(１３ａ)
１４　 以水深积分平均速度表达的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程

引入沿渗透介质厚度上积分平均速度:

ｕ ｓ ＝ １
ｈｂ ＋ εη ∫εη

－ｈｂ
Ñψｄz (１４)

连续方程可写为:
ηｔ ＋Ñ[(ｈｂ ＋εη)ｕ ｓ] ＝ ０ (１５)

将(１４)代入(１２)、 (１３)ꎬ 并引入 Ñ
ｎ(ｈｂ) ＝

Ｏ(μｎ)ꎬ ｎ ＝ １ꎬ２ꎬ３ 的缓坡假定可得

ｕ ｓ ｔ ＋α∕ｃｒ ｕ ｓ ＋Ñη∕ｃｒ ＋ε １
２

Ñ(ｕ ｓ ) ２＋μ２(ＴＭ２０ ＋εＴＭ２１ ＋

ε２ＴＭ２２ ＋ε３ＴＭ２３) ＋μ４(ＴＭ４０ ＋εＴＭ４１)＝ Ｏ(μ６ꎬε２μ４) (１６)

其中: ＴＭ２０ ＝ｈｂΓ ｔ ＋α∕ｃｒｈｂΓ (１６ａ)

ＴＭ２１ ＝ －ηΓｔ －α∕ｃｒηΓ＋Ñ
　
　
ｕ ｓ(ｈｂΓ)－η Ñ(ｈｂ ｕ ｓｔ)－é

ë
ê
ê

α∕ｃｒη Ñ(ｈｂ ｕ ｓ) ＋ １
２

Ñ(ｈｂ ｕ ｓ) ２ ù

û
úú (１６ｂ)

ＴＭ２２ ＝ １
６
η２

Ñ(Ñｕ ｓｔ) ＋α∕ｃｒη２
Ñ(Ñｕ ｓ) － １

３
η Ñ

(ｈｂ ｕ ｓ)Ñ(Ñｕ ｓ) ＋Ñ(η ｕ ｓ)Γ＋Ñ[η ｕ ｓΓ－

１
２
η２

Ñｕ ｓｔ －
１
２
α∕ｃｒη２

Ñｕ ｓ －η ｕ ｓÑÑ(ｈｂ ｕ ｓ)＋

η Ñ(ｈｂ ｕ ｓ)Ñｕ ｓ] (１６ｃ)

ＴＭ２３ ＝ － １
３
η Ñ(η ｕ ｓ)Ñ(Ñｕ ｓ) ＋Ñ[ － １

３
η２ ｕ ｓ

ÑÑｕ ｓｓ ＋
１
２

(η Ñｕ ｓ) ２] (１６ｄ)

ＴＭ４０ ＝ １
２４

ｈ３
ｂ Ñ(Ñ

２(Ñ(ｈｂ ｕ ｓｔ))) － １
１２０

ｈ４
ｂ Ñ(Ñ

２(Ñ

ｕ ｓｔ)) ＋ １
６

ｈ２
ｂ Ñ(Ñ(ｈｂΓ ｔ)) ＋α∕ｃｒ [

１
２４

ｈ３
ｂ Ñ(Ñ

２(Ñ

(ｈｂ ｕ ｓ))) － １
１２０

ｈ４
ｂ Ñ( Ñ

２( Ñｕ ｓ )) ＋ １
６

ｈ２
ｂ Ñ( Ñ

(ｈｂΓ))] (１６ｅ)

ＴＭ４１ ＝ １
４５

ｈ３
ｂη Ñ(Ñ

２(Ñｕ ｓｔ))－ １
９

ｈ３
ｂ Ñ(Ñ(η Ñ(Ñ

ｕ ｓｔ))) ＋α∕ｃｒ[
１
４５

ｈ３
ｂη Ñ(Ñ

２(Ñｕ ｓ)) － １
９

ｈ３
ｂ Ñ(Ñ

(η Ñ(Ñｕ ｓ)))] － １
４５

ｈ４
ｂ Ñｕ ｓ Ñ(Ñ

２(Ñｕ ｓ)) ＋

１
９

ｈ４
ｂ Ñ[Ñ(Ñｕ ｓ(Ñ(Ñｕ ｓ)))]＋ １

１８
ｈ４

ｂ Ñ(Ñ(Ñｕ ｓ))２

(１６ｆ)

　 Γ＝ １
６

ｈｂ Ñ(Ñｕ ｓ) － １
２

Ñ(Ñ(ｈｂ ｕ ｓ)) (１６ｇ)

方程 ( １５) 和方程 ( １６) 组成了一组近似到

７２
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Ｏ(μ６ꎬε２μ４)的高阶 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程ꎮ

１５　 以某一水深处速度表达的高阶 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ

方程

近似到 Ｏ(μ４ )ꎬ 某一水深处 z 处的速度势表

达式为:

ψ(ｘꎬｙꎬzαｈｂꎬｔ) ＝ ψ(０) －μ２z Ñ(ｈｂ Ñψ(０) ) － １
２
μ２z２

ｈ２
ｂ Ñ

２ψ(０) ＋Ｏ(μ４) (１７)

则某一水深处速度与静水面处速度的关系表

达式如下:

ｕ^ｓ ＝ｕｓα＋μ２ zαｈｂ ÑÑ(ｈｂｕｓα) ＋ １
２

z２
α ｈｂ

２
ÑÑｕｓα

é

ë
êê

ù

û
úú

(１８)

将关系表达式(１９)代入方程(１３)和(１４)可得

ｕｓα ｔ ＋α∕ｃｒｕｓα ＋Ñη∕ｃｒ ＋ε １
２

Ñ(ｕｓα) ２ ＋μ２(Ｔｓ２０ ＋εＴｓ２１ ＋

ε２Ｔｓ２２ ＋ε３Ｔｓ２３)＝ Ｏ(μ４) (１９)

其中: Ｔｓ２０ ＝Γｓαｔ ＋α∕ｃｒΓｓα (１９ａ)

　 Ｔｓ２１ ＝ Ñ[ －η Ñ(ｈｂｕｓαｔ) －α∕ｃｒη Ñ(ｈｂｕｓα) ＋

　 １
２

Ñ(ｈｂｕｓα) ２ ＋ｕｓαΓｓα] (１９ｂ)

Ｔｓ２２ ＝ Ñ － １
２
η２

Ñｕｓαｔ －
１
２
α∕ｃｒη２

Ñｕｓα－ηｕｓαé

ë
êê

　
　

ÑÑ(ｈｂｕｓα) ＋η Ñ(ｈｂｕｓα)Ñｕｓα
ù

û
ú
ú (１９ｃ)

　 Ｔｓ２３ ＝ Ñ － １
２
η２ｕｓαÑÑｕｓα＋ １

２
(η Ñｕｓα) ２é

ë
êê

ù

û
úú

(１９ｄ)

Γｓα ＝ zαｈｂ ÑÑ(ｈｂｕｓα) ＋ １
２

zα
２ ｈｂ

２
ÑÑｕｓα (１９ｅ)

ηｔ ＋Ñ (ｈｂ＋εη)ｕｓａ＋μ２( １
２

ｈ２
ｂ＋zαｈ２

ｂ＋εzαηｈｂ－ １
２
ε２η２)é

ë
êê 

Ñ(Ñ(ｈｂｕｓａ)) ＋( １
２

z２
α ｈ３

ｂ － １
６

ｈ３
ｂ ＋εz２

αηｈ２
ｂ － １

６
ε３η３)

Ñ(Ñ(ｈｂｕｓａ))
　
　
ù

û
ú
ú ＝ ０ (２０)

方程(１９)和(２０)组成了某一水深处速度表达

的高阶 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程ꎮ

１６　 方程的拓展

１６１　 以水深积分平均速度表达的方程的改进

为拓展方程适用水深ꎬ 在近似到二阶的动量

方程(１６)中引入刘忠波等 ７  建议的表达式:
Ｔｅｘｔａ１ ＝β２(ｈｂ ＋εη)μ２

ÑÑ{(ｈｂ ＋εη)[ｕ ｓｔ ＋Ñη∕ｃｒ ＋

α∕ｃｒ ｕ ｓ ＋ε Ñ(ｕ ２
ｓ ) ∕２]} ＋β１(ｈｂ ＋εη)２μ２

ÑÑ[ｕ ｓｔ ＋

Ñη∕ｃｒ ＋α∕ｃｒ ｕ ｓ ＋ε Ñ(ｕ ２
ｓ ) ∕２] ＝Ｏ(μ４) (２１)

式(２１)中的两个参数可以改善方程的色散性ꎬ
当增加式(２１)后ꎬ 方程(１６)可以写成:

ｕ ｓｔ ＋α∕ｃｒ ｕ ｓ ＋Ñη∕ｃｒ ＋ε １
２

Ñ(ｕ ｓ) ２ ＋μ２(ＴＭ２０ ＋εＴＭ２１ ＋

ε２ＴＭ２２ ＋ε３ＴＭ２３) ＋Ｔｅｘｔｒａ１ ＝Ｏ(μ４) (２２)
方程(１５)和方程(１６)组成的方程组是以水深积分

平均表达的方程组ꎬ 该方程存在着奇点ꎬ 利用

Ｍａｄｓｅｎ 等 １ 推荐的方法进行拓展:
Ｔｅｘｔａ２ ＝ (γ２ －γ１)ｈ２

ｂμ２{ÑÑ[ｕ ｓｔ ＋Ñη∕ｃｒ ＋α∕ｃｒ ｕ ｓ ＋

ε Ñ(ｕ ２
ｓ ) ∕２] ＋μ２

ÑÑ(ＴＭ２０) ＋εμ２
ÑÑ(ＴＭ２１)} －

γ２ｈｂμ２{ÑÑ[ｈｂ(ｕ ｓｔ ＋Ñη∕ｃｒ＋α∕ｃｒ ｕ ｓ＋ε Ñ(ｕ ２
ｓ ) ∕２)]＋

μ２
ÑÑ(ｈｂＴＭ２０) ＋εμ２

ÑÑ(ｈｂＴＭ２１)} ＋γ３ｈ４
ｂμ４

{Ñ[Ñ
２(Ñ(ｕ ｓｔ ＋Ñη∕ｃｒ ＋α∕ｃｒ ｕ ｓ ＋ε Ñ(ｕ ２

ｓ ) ∕２))]} ＋

γ４ｈ３
ｂ Ñｈｂμ４[Ñ

２(Ñ(ｕ ｓｔ ＋Ñη∕ｃｒ ＋α∕ｃｒ ｕ ｓ )] ＝ Ｏ(μ６ꎬ

ε２μ４) (２３)
将方程(２３)加到方程(１６)后ꎬ 可以写成

ｕ ｓｔ ＋α∕ｃｒ ｕ ｓ ＋Ñη∕ｃｒ ＋ε １
２

Ñ(ｕ ｓ ) ２ ＋μ２ ( ＴＭ２０ ＋εＴＭ２１ ＋

ε２ＴＭ２２ ＋ε３ＴＭ２３) ＋μ４(ＴＭ４０ ＋εＴＭ４１) ＋Ｔｅｘｔｒａ２ ＝Ｏ(μ６ꎬε２μ４)

(２４)
１６２　 以水深某一位置处速度表达的方程的改进

合理取参数ꎬ 可改善方程(１９)和(２０)组成的

模型的色散性ꎮ 为了进一步改善其色散关系ꎬ 引

入下式:
Ｔｅｘｔｒａ３ ＝(δ２－δ１)μ２

Ñ{ｈ２
ｂ Ñ[ηｔ ＋Ñ((ｈｂ＋εη)

ｕｓα)]}－δ２μ２
Ñ

２{ｈ２
ｂ[ηｔ ＋Ñ((ｈｂ＋εη)ｕｓα)]} ＝Ｏ(μ４)

(２５)
Ｔｅｘｔｒａ４ ＝ (δ４ －δ３)μ２(ｈｂ ＋εη) ２

Ñ
２[ｕｓαｔ ＋εｕｓαÑｕｓα＋

Ñη∕ｃｒ ＋α∕ｃｒｕｓα] －δ４μ２( ｈｂ ＋εη) Ñ
２{( ｈｂ ＋εη) [ｕｓαｔ ＋

εｕｓαÑｕｓα＋Ñη∕ｃｒ ＋α∕ｃｒｕｓα} ＝Ｏ(μ４) (２６)
将方程(２５)和(２６)分别加入到方程(２０)和方

程(１９)中可得到新的一组方程:

ｕｓαｔ ＋α∕ｃｒｕｓα ＋Ñη∕ｃｒ ＋ε １
２

Ñ(ｕｓα) ２ ＋μ２(Ｔｓ０ ＋εＴｓ１ ＋

８２
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ε２Ｔｓ２ ＋ε３Ｔｓ３) ＋Ｔｅｘｔｒａ４ ＝Ｏ(μ４) (２７)

ηｔ ＋Ñ[(ｈｂ ＋εη)ｕｓａ ＋μ２[( １
２

ｈ２
ｂ ＋zαｈ２

ｂ ＋εzαηｈｂ －

１
２
ε２η２)Ñ(Ñ(ｈｂｕｓａ))( １

２
zα

２ｈ３
ｂ － １

６
ｈ３

ｂ ＋εz２
αηｈ２

ｂ －

１
６
ε３η３)Ñ(Ñｕｓａ)] ＋Ｔｅｘｔｒａ３ ＝Ｏ(μ４) (２８)

２　 方程的色散性分析

不考虑海底地形变化ꎬ 忽略非线性和水深变

量对 ｘ 的导数ꎬ 对由方程(１５) 和(２２) 组成的模

型 １、 (１５)和(２４)组成的模型 ２、 (１９)和(２０)组

成的模型 ３、 (２７)和(２８)组成的模型 ４ 进行色散

性分析ꎬ 可得如下色散关系式:
１) 模型 １ꎮ

ω２(ｃｒ ＋α１ ｉ∕ω)＝ ｇＫｈｂ
１＋(β１ ＋β２)Ｋ２ ｈ２

ｂ

１＋(１∕３＋β１ ＋β２)Ｋ２ ｈ２
ｂ

(２９)

式中: ω 为频率ꎻ Ｋ 为复波数ꎬ Ｋ ＝ ｋｒ ＋ｉｋｉꎬ 虚数 ｉ

满足 ｉ２ ＝ －１ꎮ
２) 模型 ２ꎮ

　 ω２(ｃｒ ＋α１ ｉ∕ω)＝ ｇＫｈｂ

　
１＋γ１Ｋ２ ｈｂ

２ ＋γ３Ｋ４ ｈ４
ｂ

１＋(１∕３＋γ１)Ｋ２ ｈ２
ｂ ＋(γ３ ＋γ１ ∕３－１∕４５)Ｋ４ ｈ４

ｂ

(３０)

３) 模型 ３ꎮ

　 ω２(ｃｒ ＋α１ ｉ∕ω)＝ ｇＫｈｂ
１－(１∕３＋Ｂ)Ｋ２ ｈ２

ｂ

１－ＢＫ２ ｈ２
ｂ

(３１)

式中: Ｂ ＝ zα＋z２
α ∕２ꎮ

４) 模型 ４ꎮ
ω２(ｃｒ ＋α１ ｉ∕ω)＝ ｇＫｈｂ

１＋(δ１ ＋δ３ －Ｂ－１∕３)Ｋ２ ｈ２
ｂ ＋δ１(δ３ －Ｂ－１∕３)Ｋ４ ｈ４

ｂ

１＋(δ１ ＋δ３ －Ｂ)Ｋ２ ｈ２
ｂ ＋δ３(δ１ －Ｂ)Ｋ４ ｈ４

ｂ

(３２)

经分析和编程计算ꎬ 以上模型的建议参数值

见表 １ꎮ
表 １　 不同模型对应的参数具体取值

模型 参数取值

１
β１ ＝ －０ ００１ ３ꎬ β２ ＝ －０ ０６５ ４(第 １ 组)或
β１ ＝ ０ ００７ ３ꎬ β２ ＝ －０ ０６４(第 ２ 组)

２ γ１ ＝ １∕９ꎬ γ２ ＝ ０ １４６ ４８８ꎬ γ３ ＝ １∕９４５ꎬ γ４ ＝ ０ ００７ ９８３ ５９

３ Ｂ ＝ －０ ４ 或 Ｂ ＝ －０ ３９

４ δ１ ＝０ １０１ꎬ δ３ ＝０ ０３９ꎬ Ｂ＝－０ ３０５ꎬ δ３ ＝０ ０８２ꎬ δ４ ＝０ １６２

　 　 为了对比不同方程的相速度和 ｋｉꎬ 采用了 Ｈｓｉａｏ

等文献中给出的解析色散关系表达式 １２ :

ω２(ｃｒ ＋α１ ｉ∕ω)＝ ｇＫｔａｎｈ(Ｋｈｂ) (３３)

以模型 １ 和模型 ２ 说明波浪相速度和虚波数

情况ꎬ 当 α１ 为 ２、 ４ ｓ∕ｍ 时的计算结果见图 ２ꎮ 图

中横坐标为 ｋｒ ＡＳ ｈꎬ 纵坐标为 ｃ ＝ ＣＢ ∕ＣＡＳ ＝ (ω∕ｋｒＢ ) ∕

(ω∕ｋｒＡＳ)＝ ｋｒＡＳ ∕ｋｒＢꎬ 其中 ｃ 为无因次相速度ꎬ ＣＢ 为

Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 对应的相速度ꎬ ＣＡＳ 为相速度对应的解

析解ꎬ ｋｒＢ 为 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程对应的波数实部ꎮ 由

图 ２ 可知ꎬ 在 ３ 种不同情况下ꎬ 模型 ２ 均能给出

较好的结果ꎬ 在所给算例中 ｋｒＡＳ ｈ≤６ 的最大误差

仅为 ２ ５％ꎬ 这反映出深水处高阶色散项的重要

性ꎮ 同样的ꎬ 当 α１ 为 ２、 ４ ｓ∕ｍ 时ꎬ 定义无因次虚

波数 ｃ(ｋｉ)＝ ｋｉＡＳ ∕ｋｉＢꎬ ｃ(ｋｉ)随着水深的变化见图 ３ꎮ

综合来看ꎬ 无论是模型 １ 还是模型 ２ꎬ 方程实波数

的适用水深均大于虚波数的适用水深ꎮ 这反映了

在多孔介质中波浪的虚波数是限制方程适用的更

重要原因ꎮ

　 　 　 图 ２　 无因次相速度随水深的变化

９２
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图 ３　 无因次虚波数随水深的变化

３　 结论

考虑多孔拖曳阻力和惯性阻力作用下ꎬ 结合

Ｌａｐｌａｃｅ 方程、 自由表面的运动学和动力学方程

和海底运动学方程ꎬ 以静水面上的速度势作为基

本参变量进行幂级展开ꎬ 给出了以静水面上的速

度和波面升高表达的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 水波方程ꎮ 进一

步采用沿水深积分平均速度和某一水深处速度表

达的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程ꎬ 在这些方程中进一步引入

高阶色散项色散加强方程色散性能ꎬ 最终导出

４ 组高阶 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程ꎮ 在一维常水深情况ꎬ 分

析了这 ４ 个模型的色散关系式ꎬ 并与解析解进行

比较ꎮ 研究结果表明: 模型 １ (以第 １ 组参数为

例) 近似到二阶完全非线性ꎬ 能给出较为合理的

无因次相速度和虚波数ꎮ 模型 ２ 近似到 Ｏ(εμ４ )完

全非线性ꎬ 能给出更为准确的无因次相速度和虚

波数ꎮ

参考文献:
 １ 　 Ｍａｄｓｅｎ Ｐ Ａ Ｓｃｈäｆｆｅｒ Ｈ Ａ. Ｈｉｇｈｅｒ￣ｏｒｄｅｒ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ￣ｔｙｐｅ

ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｇｒａｖｉｔｙ ｗａｖｅｓ ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ ａｎｄ

ａｎａｌｙｓｉｓ Ｊ . Ｐｈｉｌ Ｔｒａｎｓ Ｒ Ｓｏｃ Ｌｏｎｄ Ａ １９９８ ３５６ 

３ １２３￣３ １８４.

 ２ 　 Ｎｗｏｇｕ Ｏ.Ａｎ ａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅ ｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ｆｏｒ ｎｅａｒ ｓｈｏｒｅ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ  Ｊ . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｗａｔｅｒｗａｙ 

Ｐｏｒｔ Ｃｏａｓｔａｌ ａｎｄ Ｏｃｅａｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ １９９３ １１９  ６   

６１８￣６３８.

 ３ 　 Ｇｏｂｂｉ Ｍ Ｆ Ｋｉｒｂｙ Ｊ Ｔ. Ｗａｖｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｖｅｒ ｓｕｂｍｅｒｇｅｄ

ｓｉｌｌｓ Ｔｅｓｔｓ ｏｆ ａ ｈｉｇｈ － ｏｒｄｅｒ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｍｏｄｅｌ  Ｊ . Ｃｏａｓｔａｌ

Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ １９９９ ３７ ５７￣９６.

 ４ 　 邹志利.高阶 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 水波方程 Ｊ .中国科学 Ｅ 辑 

１９９７ ２７ ５  ４６０￣４７３.

 ５ 　 邹志利.适合复杂地形的高阶 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程 Ｊ .海洋

学报 ２００１ ２３ １  １０９￣１１９.

 ６ 　 刘忠波 邹志利 孙昭晨.加强的适合复杂地形的水波

方程及其一维数值模型验证  Ｊ  . 海洋学报 ２００８ 

３０ ３  １１７￣１２５.

 ７ 　 刘忠波 房克照 邹志利.近似到 Ｏ μ２  阶完全非线性的

Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 水波方程  Ｊ .哈尔滨工程大学学报 ２０１２ 

３３ ５  ５５６￣５６１.

 ８ 　 Ｃｒｕｚ Ｅ Ｃ Ｉｓｏｂｅ Ｍ Ｗａｔａｎａｂｅ Ａ. Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ

ｗａｖｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｎ ｐｏｒｏｕｓ ｂｅｄｓ Ｊ .Ｃｏａｓｔａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ 

１９９７ ３０ １２５￣１５６.

 ９ 　 Ｈｓｉａｏ Ｓ Ｃ Ｌｉｕ Ｌ Ｆ Ｃｈｅｎ Ｙ. Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｗａｔｅｒ ｗａｖｅｓ

ｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇ ｏｖｅｒ ａ ｐｅｒｍｅａｂｌｅ ｂｅｄ  Ｃ  ∕∕Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃａｌ ＆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ. ＵＳＡ 

Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｍａｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｙ ２００２ １ ２９１￣１ ３２２.

 １０ 　 Ｃｈｅｎ Ｑ. Ｆｕｌｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ￣ｔｙｐｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ

ｗａｖｅｓ ａｎｄ ｃｕｒｒｅｎｔｓ ｏｖｅｒ ｐｏｒｏｕｓ ｂｅｄｓ  Ｊ  . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ２００６ １３２ ２  ２２０￣２３０.

 １１ 　 刘忠波 孙昭晨. 波浪在渗透海床上传播的数学模

型 Ｊ .中国科技论文在线 ２０１１ ５  ３７４￣３７９.

 １２ 　 Ｈｓｉａｏ Ｓ Ｃ Ｈｕ Ｋ Ｃ Ｈｗｕｎｇ Ｈ Ｈ. Ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ

ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｗａｔｅｒ￣ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ Ｊ .

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ２０１０ ５  ６２５￣６４０.

(本文编辑　 武亚庆)

０３


