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欧标任意形状钢筋混凝土断面的
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摘要: 为了提高钢筋混凝土双向受弯构件配筋的精细化程度ꎬ 基于欧洲混凝土标准的设计方法对任意形状钢筋混凝土

断面正截面极限承载能力进行分析ꎬ 针对钢筋混凝土材料应力￣应变关系中的分段特性ꎬ 采用高效的动态网格更新技术和高

斯积分方法对钢筋混凝土构件正截面内力进行求解并编写相关程序ꎬ 该程序能输出构件配筋正截面极限承载能力的三维包

络面数据ꎬ 可结合构件有限元全节点内力结果分析配筋的可行性ꎮ 结果表明ꎬ 该方法计算速度快、 精度高ꎬ 同时解决了设

计时仅对单一节点、 单一工况验算的便利性和完备性问题ꎮ
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　 　 轴力和双向弯矩作用下的钢筋混凝土构件常

见于建筑、 桥梁、 码头等土木工程结构中ꎬ 例如

多层桁架式码头的桁架构件、 桩基等ꎮ 对于这些

构件的配筋验算ꎬ 设计人员往往仅选取结构有限

元分析中的几个单元内力进行校验ꎬ 这可能导致

配筋结果过于保守或漏掉最不利节点的内力ꎮ 对

于海外工程ꎬ 咨询工程师对设计审查较为严苛ꎬ

经常需要设计提供一个完备的计算结果ꎬ 在大规

模结构中ꎬ 逐个节点验算几乎是不可能实现的ꎮ

同时ꎬ 常规的断面形状ꎬ 如圆形、 矩形可直接利

用公式进行配筋分析ꎬ 而不规则的断面形状则相

对复杂ꎬ 需要借助计算机程序进行辅助分析ꎮ
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我国规范 １￣２ 已对任意形状的钢筋混凝土断面

正截面承载力给出了相应的分析方法ꎬ 国内一些

学者 ３ 及机构 ４ 针对我国规范开发了相关计算程

序ꎮ 但考虑到我国规范中混凝土应力￣应变模型与

欧标 ５ 模型在混凝土的强度、 屈服压应变、 极限

压应变、 钢筋的极限屈服强度等方面有所不同ꎬ

导致这些程序无法直接应用ꎮ 同时ꎬ 我国规范计

算混凝土截面内力时ꎬ 通过采用细分混凝土单元

方式来达到高精度计算结果ꎬ 但这也导致计算效

率较低ꎮ

本文通过图形分解方法实时动态地对积分截

面单元域进行子域分解ꎬ 再利用高斯积分方法针

对分解后的积分子域进行计算ꎬ 可大幅提高计算

效率及计算精度ꎮ 编写的相关程序仅简单划分网

格即可分析任意形状钢筋混凝土断面的正截面极

限承载力ꎬ 并提供相应截面三维包络面数据供设

计使用ꎮ

１　 基本假定

本文在轴力和双向弯矩作用下任意形状钢筋混

凝土断面正截面极限承载力分析中采用 Ｅｕｒｏｃｏｄｅ ２

中的基本假定:

１)平截面假定ꎬ 截面应变保持平面ꎻ

２)不考虑混凝土承受拉应力ꎻ

３)混凝土受压时应力￣应变关系按平直段加抛

物线段ꎬ 见式(１) ~ (５):
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εｃ２ ＝
２􀆰 ０×１０－３ (ｆｃｋ≤５０)

２􀆰 ０＋０􀆰 ０８５ ｆｃｋ －５０( )[ ] ×１０－３ (ｆｃｋ＞５０){ (３)
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式中: αｃｃ为考虑长期不利影响的混凝土抗压强度

系数ꎬ 按欧标取 １􀆰 ０ꎻ ｆｃｋ为混凝土轴心抗压强度标

准值(ＭＰａ)ꎻ ｆｃｄ为混凝土抗压强度设计值( ＭＰａ)ꎻ

γｃ为混凝土材料分项系数ꎻ εｃ２ 为混凝土压应力达

到ｆｃｄ 时的混凝土压应变ꎻ εｃｕ２ 为混凝土极限压应

变ꎻ σｃ为混凝土的压应力(ＭＰａ)ꎮ

４)钢筋应力￣应变曲线采用斜直线加平直线的

理想弹塑性模型ꎬ 见式(６) ~ (８):

σｓ ＝
εｓＥｓ (０ ≤εｓ≤εｙｄ)

ｆｙｄ (εｙｄ＜εｓ≤εｕｄ){ (６)

εｙｄ ＝ ｆｙｄ ∕Ｅｓ (７)

ｆｙｄ ＝ ｆｙｋ ∕γｓ (８)

式中: ｆｙｋ为钢筋抗拉强度标准值(ＭＰａ)ꎻ ｆｙｄ为钢筋

抗拉强度设计值(ＭＰａ)ꎻ γｓ 为钢筋材料分项系数ꎻ

εｙｄ 为钢筋屈服拉应变ꎻ εｕｄ 为钢筋极限拉应变ꎻ

σｓ为钢筋拉应力(ＭＰａ)ꎻ Ｅｓ为钢筋弹性模量(ＭＰａ)ꎮ

５)欧标规定轴力和弯矩作用下的钢筋混凝土

截面应变应符合图 １ 的关系ꎮ

注: Ａ 点为截面受拉钢筋到达极限拉应变εｕｄ 的状态ꎬ 对于欧标 ５００Ａ
钢筋ꎬ 其极限拉应变取 ０􀆰 ０２２ ５ꎻ Ｂ 点为截面受压边缘混凝土到达极限

压应变εｃｕ２的状态ꎻ Ｃ 点为截面到达全截面受压时ꎬ 混凝土压应变限值

εｃ２的状态ꎻ ｈ 为钢筋混凝土截面高度ꎻ ｄ 为有效高度ꎻ Ａｓ２ 为受压钢筋

面积ꎻ Ａｓ１为受拉钢筋面积ꎮ

图 １　 承载力极限状态下钢筋混凝土截面应变分布

与我国混凝土结构设计规范不同的是ꎬ 欧标

Ｅｕｒｏｃｏｄｅ ２ 中给定了全截面受压时混凝土压应变限

值分布ꎬ 其先根据截面高度计算转角点 Ｃꎬ 压应

变分布为绕 Ｃ 点转动的直线ꎬ 全截面受压不得超

过εｃ２ꎮ

６)考虑钢筋尺寸对截面尺寸的影响ꎬ 正截面

承载力作用点基于与混凝土截面形心ꎬ 不考虑钢

筋受力对合力作用点的影响ꎮ

􀅰９􀅰
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２　 应力积分

以截面的形心建立坐标系ꎬ 任意形状上给定

中性轴方向 θ 的坐标 ｘ′、 ｙ′与原有坐标系 ｘ、 ｙ 存

在如下坐标变换ꎬ 具体见图 ２ 及式(９) ~ (１１):
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÷÷ ＝
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轴力 Ｐ 在原有坐标系的双向偏心距 ｅｘ、 ｅｙ 与

在变换坐标系偏心距 ｅ′ｘ、 ｅ′ｙ的转换关系为:
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(１１)

图 ２　 截面坐标系转换

钢筋混凝土截面上任意点应变的表达式为:

ε ｙ′( ) ＝ϕ ｙ′－ｙ′０( ) (１２)

式中: ｙ′０为给定中性轴方向 θ 的 ０ 应变处的 ｙ′坐

标( ｍ) ꎻ ε ｙ′( ) 为给定中性轴方向 θ 的坐标 ｙ′处

应变( ＭＰａ) ꎻ ϕ 为截面曲率ꎮ

截面上的应力可由以下积分公式ꎬ 截面弯矩

可根据式(１３) ~ (１５)确定:

Ｐ ＝ ∫
Ａ
σｃｄＡ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
σｓｉ Ａｓｉ (１３)

Ｍ′ｘ ＝ Ｐ ｅ′ｘ ＝ ∫
Ａ
σｃｘｄＡ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
σｓｉ Ａｓｉ ｘｉ (１４)

Ｍ′ｙ ＝ Ｐ ｅ′ｙ ＝ ∫
Ａ
σｃｙｄＡ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
σｓｉ Ａｓｉ ｙｉ (１５)

式中: σｃ为混凝土的截面应力(ＭＰａ)ꎻ σｓｉ为第 ｉ 根

钢筋的截面应力(ＭＰａ)ꎻ Ａｓｉ为第 ｉ 根钢筋的截面面

积(ｍｍ２)ꎻ Ａ 为用于积分的混凝土截面面积(ｍｍ２ )ꎻ

ｘｉ、 ｙｉ 为第 ｉ 根钢筋的坐标(ｍ)ꎮ

由混凝土的应力￣应变函数可知ꎬ 其为分段函

数: １)拉应力区的混凝土不参与积分ꎬ 直接取 ０ꎻ

２)应变处于 ０ ~ εｃ２的混凝土区域应采用高斯积分ꎻ

３)应变处于εｃ２ ~ εｃｕ２的混凝土区域可直接计算面积

及面积的形心ꎮ

因此ꎬ 若采用截面直接细分网格并高斯积分

的方法ꎬ 由于方向 θ 的中性轴是动态变化的ꎬ 这

可能会导致局部的初始网格单元处于分段函数的

两个区域ꎬ 从而导致计算结果精度较差ꎮ

３　 网格处理

为避免方向 θ 的中性轴动态变化导致的积分精

度降低问题ꎬ 国外已有众多研究ꎬ 如 Ｓｆａｋｉａｎａｋｉｓ ６ 

利用图形方法分析截面应力并计算偏心受力构件

的截面承载力ꎻ Ｖｉｖｏ 等 ７ 、 Ｋｗａｎ 等 ８ 则利用格林

公式将截面的面积分转换为截面边界的曲线积分ꎻ

Ｃｈａｒａｌａｍｐａｋｉｓ 等 ９ 、 Ｔｈａｎｏｏｎ 等 １０ 则采用垂直中性

轴方向的条带求解截面内力等ꎮ 然而这些方法仍

存在一些问题ꎬ 传统的细分截面的方法计算效率

低ꎻ 采用条带法需要在每个迭代步中判断截面边

界并划分条带ꎬ 边界判断难度大ꎻ 将截面的面积

分转换为截面边界曲线积分的方法也同样存在判

断边界困难问题ꎮ

本文通过图形分解方法实时动态地对积分的

截面单元域进行子域分解ꎬ 再利用高斯积分方法

针对分解后的积分子域进行计算ꎬ 该方法不仅精

度高而且相对简单ꎬ 易于初始网格输入和程序实

现ꎬ 具体步骤为(图 ３):

１)输入积分网格ꎬ 输入网格可为四边形单元

或三角形单元ꎻ

２)先计算每步的中性轴 ｙ′ ＝ ｙ′０并利用其切割四

边形单元及三角形单元生成新的纯三角形单元组ꎻ

３)再计算每步的屈服边界位置 ｙ′ ＝ ｙ′ｃ２并利用

其切割新的三角形单元组生成最终的纯三角形单

元组ꎮ

４)利用生成三角形单元组进行高斯积分求解

该步下的轴力及其偏心距ꎮ
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图 ３　 计算断面网格处理过程

　 　 对于三角形单元内的高斯积分ꎬ 先采用等

参变换ꎬ 再利用 ２５ 点高斯积分进行计算ꎬ 见式

( １６) ~ ( １９) :

Ｐ 或 Ｐｅ′ ＝ ∑
５×５

１
ｃｋ ｆ ｇ１ ｓｋꎬｔｋ( ) ꎬｇ２ ｓｋꎬｔｋ( )( ) Ｊ (１６)

ｇ１ ｓꎬｔ( ) ＝ ｘ１ ＋ ｘ２ －ｘ１( ) ｓ＋ ｘ３ －ｘ１( ) ｔ (１７)

ｇ２ ｓꎬｔ( ) ＝ ｙ１ ＋ ｙ２ －ｙ１( ) ｓ＋ ｙ３ －ｙ１( ) ｔ (１８)

Ｊ ＝
ｘ２ －ｘ１ ｘ３ －ｘ１

ｙ２ －ｙ１ ｙ３ －ｙ１

(１９)

式中: ｆ ｘꎬ ｙ( ) 为所需积分的原函数ꎻ Ｊ 为雅克

比行列式ꎻ ｇ１ ｓꎬ ｔ( ) 、 ｇ２ ｓꎬ ｔ( ) 为等参变换的坐标

转换函数ꎻ ｘ１ꎬ ｙ１( ) 、 ｘ２ꎬ ｙ２( ) 、 ｘ３ꎬ ｙ３( ) 为待积

分的三角形单元 ３ 个顶点的坐标ꎻ ( ｓｋꎬｔｋ )为高斯

积分的积分点坐标ꎻ ｃｋ为高斯积分的权重系数ꎮ

基于以上网格的处理方法ꎬ 设计人员仅根据

钢筋混凝土断面形式输入简单的初步计算网格即

可分析该断面形式的正截面极限承载能力ꎬ 不需

要为了维持高精度而加密输入网格ꎬ 且可方便分

析任意断面形状ꎬ 包括计算断面存在中空的情况ꎮ

４　 算例结果

本文基于以上的计算方法编制任意形状钢筋

混凝土断面正截面极限承载能力的分析程序ꎬ 并

利用所编制的程序分析了 Ｔ 形、 工形、 Ｌ 形及六

角空心断面 ４ 个算例ꎬ 算例中混凝土等级均为

Ｃ３５∕４５ꎬ 钢筋等级为 ５００Ｂꎬ 具体断面尺寸、 配筋

及初始网格见图 ４ꎮ
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图 ４　 算例断面的尺寸、 配筋及初始网格 (单位: ｍｍ)

程序采用 Ｉｎｔｅｌ(Ｒ) Ｃｏｒｅ(ＴＭ) ｉ７￣６７００ ＣＰＵ (３􀆰 ４０

ＧＨｚ)及 １６􀆰 ０ ＧＢ 内存运行ꎬ Ｔ 形、 工形、 Ｌ 形、 六角

空心断面 ４ 个算例运算时间为 ０􀆰 ３２６、 ０􀆰 ５４２、 ０􀆰 ３５３、

０􀆰 ９５３ ｓꎬ 计算效率较高ꎮ 计算结果见图 ５~８ꎮ

图 ５　 Ｔ 形断面极限承载能力计算结果
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图 ６　 工形断面极限承载能力计算结果

图 ７　 Ｌ 形断面极限承载能力计算结果

图 ８　 六角空心断面极限承载能力计算结果

由图 ５、 ６ 可看出ꎬ 对于单轴对称的 Ｔ 形及工

形断面ꎬ 其正截面极限承载能力为单轴对称的包

络面ꎬ 截面的 ｙ 轴弯矩承载能力较 ｘ 轴大ꎬ 并在

ｙ 轴上有一定不对称性ꎬ 这是由于截面钢筋形心与

截面形心不重合所导致ꎮ 由图 ７ 可看出ꎬ 对于非

轴对称的 Ｌ 形断面ꎬ 其正截面极限承载能力为非

轴对称的包络面ꎬ 截面弯矩承载能力的分布呈现

与 ｘ、 ｙ 轴带有一定角度分布ꎬ 该角度与 Ｌ 断面的
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ｕ、 ｖ 主轴相近ꎮ 由图 ８ 可看出ꎬ 对于双轴对称的

六角空心断面ꎬ 其正截面极限承载能力为双轴对

称的包络面ꎬ 截面的弯矩承载能力呈现完全对称

分布ꎮ

钢筋混凝土断面正截面极限承载能力三维包

络面确定后即可对该构件全部节点在所有承载力

极限状态工况下内力结果Ｆｄ( ＭｘｄꎬＭｙｄꎬＰｄ )进行验

算ꎬ 全部内力点应在曲面ΩＲ ( ＭｘＲꎬＭｙＲꎬＰＲ ) 范围

内ꎬ 即:

ΩＲ ＭｘＲꎬＭｙＲꎬＰＲ( ) ∋Ｆｄ ＭｘｄꎬＭｙｄꎬＰｄ( ) (２０)

式中: ( ＭｘＲꎬ ＭｙＲꎬ ＰＲ ) 为 三 维 包 络 面 数 据 点ꎻ

(ＭｘｄꎬＭｙｄꎬＰｄ)为配筋计算要求的内力点ꎮ

三维校验需要绘制三维散点图及曲面图来进

行ꎬ 过程相对复杂ꎮ 为简化过程ꎬ 程序将三维包

络面数据点以等高线图形式输出ꎬ 通过对等高线

进行线性差值方法来配筋计算要求的内力点是否

在包络面内ꎬ 即:

Ｒａｔｉｏ ＝ ｍａｘ Ｍｘｄ ∕ＭｘＲ－Ｍｙｄ－Ｐｄ
ꎬＭｙｄ ∕ＭｙＲ－Ｍｘｄ－Ｐｄ

( ) ＜１ (２１)

式中: Ｒａｔｉｏ 为截面能力比率ꎻ ＭｘＲ－Ｍｙｄ－Ｐｄ
为线性差

值后的截面 Ｍｘ 承载能力ꎬ 差值点为 ( Ｍｙｄꎬ Ｐｄ )ꎻ

ＭｙＲ－Ｍｙｄ－Ｐｄ
为线性差值后的截面Ｍｙ 承载能力ꎬ 差值

点为(ＭｘｄꎬＰｄ)ꎮ

５　 结果应用

某海外多层桁架式码头结构ꎬ 潮差 ７􀆰 ９ ｍꎬ 采

用 ＡＮ６００(Ｆ１􀆰 ５)型护舷ꎬ 标准反力为 ３９２ ｋＮꎬ 船

与护舷摩擦系数为 ０􀆰 ７ꎻ 系船柱为 ７５０ ｋＮꎻ 均布荷

载为 ２０ ｋＰａꎻ 有效波高Ｈｓ ＝ ２􀆰 ０ ｍꎻ 设计水流速度

２􀆰 ５ ｍ∕ｓꎮ 靠船柱采用 Ｔ 形断面ꎬ 混凝土设计等级

为 Ｃ３５∕Ｃ４５ꎬ 保护层厚度 ７５ ｍｍꎬ 截面、 钢筋布置

及结构断面见图 ９ꎮ

设计过程中ꎬ 咨询工程师认为按原有仅对最

不利工况下内力并将截面简化成矩形柱的配筋校

核方法不具有完整性和精确性ꎬ 要求采用实际断

面并需分析全部有限元节点结果ꎮ 根据要求ꎬ 采

用本文方法进行分析ꎬ 结果见图 １０ꎬ 可以看出ꎬ

两个方向的配筋最大利用率小于 ０􀆰 ６ꎬ 计算结果满

足要求ꎮ

图 ９　 某多层桁架式码头靠船柱配筋 (高程: ｍꎻ 尺寸: ｍｍ)

图 １０　 全节点内力配筋验算结果

６　 结论

１)本文编制程序可实现欧标任意形状钢筋混

凝土断面正截面极限承载能力计算ꎮ
２)本程序基于图形分解方法采用实时动态积

分求解技术ꎬ 具有计算效率和计算精度高的优点ꎮ
(下转第 ５５ 页)
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